
2012

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Прикладная теория графов №2(16)

УДК 519.173.5

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ ВЗВЕШЕННЫХ ГРАФОВ
ДЛЯ БОЛЕЕ БЫСТРОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИХ ХАРАКТЕРИСТИК

А.Р. Ураков, Т.В. Тимеряев

Уфимский государственный авиационный технический университет, г. Уфа, Россия

E-mail: timeryaev@yandex.ru

Предлагаются алгоритмы быстрого поиска центра, радиуса и диаметра взвешен-
ного графа по матрице кратчайших расстояний, использующие особенности гра-
фов реальных дорожных сетей, и приводятся результаты сравнительной оценки
алгоритмов с поиском характеристик простым проходом по матрице.
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Введение
В практических задачах взвешенные графы чаще всего соответствуют некоторой

реальной физической сети (например, автомобильных дорог или передачи данных).
При проектировании и строительстве таких сетей обязательно учитывается тот факт,
что связывание пары узлов ребром имеет некоторую себестоимость, которая зависит от
длины участка. В свою очередь, длина участка некоторым образом задает вес ребра.
Таким образом, необходимость снижения себестоимости определяет как топологию
самой сети, так и вид графа, который её описывает.

Другими словами, взвешенный граф, построенный для такой сети, не является
произвольным графом любого вида, а имеет некоторые особенности. В данной рабо-
те предлагаются алгоритмы, которые позволяют использовать эти особенности для
практических целей.

Рассмотрим взвешенный неориентированный связный граф с неотрицательными
весами рёбер. Нас интересуют такие его характеристики: центр, радиус и диаметр.
Они определяются следующим образом. Эксцентриситет вершины—максимальное из
расстояний от данной вершины до других вершин. Радиус графа—минимальный из
эксцентриситетов вершин связного графа; вершина, на которой достигается этот мини-
мум, называется центральной (центром графа). Диаметр графа— это максимум рас-
стояния между вершинами для всех пар вершин. В большинстве случаев эти значения
вычисляются вместе с матрицей кратчайших расстояний и соответственно ускорение
их поиска достигается ускорением поиска матрицы кратчайших расстояний для раз-
личного рода графов [1 – 3]. Однако бывают ситуации, когда матрица кратчайших рас-
стояний известна, а эти величины нет. Некоторые подобные случаи приведены ниже:
— изначально вычислять какую-то из характеристик не требовалось;
— матрица кратчайших расстояний графа каким-то образом изменяется, корректи-

руется без пересчёта кратчайших расстояний между всеми парами вершин;
— требуется вычислять центр, радиус и диаметр не для всего графа, а для некоторого

подграфа. При этом таких подграфов может быть несколько, и они могут изменять
свой состав.



96 А. Р. Ураков, Т. В. Тимеряев

Тривиальный метод отыскания указанных характеристик состоит в просмотре всех
элементов матрицы кратчайших расстояний и определении столбца, максимум значе-
ний которого минимален, и максимального элемента матрицы. Сложность нахождения
характеристик таким способом составляет O(n2), где n—количество вершин в графе.

Если использовать особенности графа, построенного по реальной сети, поиск этих
величин можно значительно ускорить, применяя следующие алгоритмы.

1. Поиск центра, радиуса и диаметра взвешенного графа
1.1. А л г о р и т м у с к о р е н н о г о п о и с к а ц е н т р а и р а д и у с а

Входные данные алгоритма: матрица кратчайших расстояний M = (mij) взвешен-
ного неориентированного связного графа с неотрицательными весами ребер.

Шаг 1. Подготовка
Ищется пара вершин (x, y), каждая из которых является самой удаленной для

другой:
mxy = max

i=1,n
miy = max

i=1,n
mix. (1)

Для этого выбирается любая вершина графа p1, далее ищется вершина p2, для которой
mp1p2 = max

i=1,n
mp1i. Поиск вершин pj, j = 2, 3, . . . , продолжается до тех пор, пока не будет

выполнено равенство pj−1 = pj+1, тогда x = pj, y = pj+1.
Шаг 2. Поиск
Рассматриваются все вершины, кроме x, y. Претендент на центр c ищется как

вершина, максимум удаления которой от пары (x, y) минимален:

max (mcx,mcy) = min
i=1,n

(max (mix,miy)) . (2)

После нахождения c величина r = max (mcx,mcy) является первым приближением
радиуса графа.

Шаг 3. Проверка
Ищется периферийная вершина z, такая, что

mzc = max
i=1,n

mic. (3)

Если mzc = r, то, согласно утверждению 1, r—радиус, c— один из центров графа.
Если mzc > r, радиус R графа лежит в пределах r 6 R 6 mzc, переходим к шагу 4.

Шаг 4. Попытка замены вершин x и y
Производится попытка ускорения поиска. Ищется вершина t, для которой

mzt > mxy. Если такая вершина найдена, то полагаем x = z, y = t и переходим
к шагу 2. Иначе переходим к шагу 5.

Шаг 5. Поиск нового претендента на центр
Среди нерассмотренных претендентов на центр находится вершина d, для которой

max (mdx,mdy,mdz) = min
i=1,n

(max (mix,miy,miz)) .

Если максимальное расстояние от этой вершины до других меньше, чем текущая
верхняя граница радиуса (max

i=1,n
mdi < mzc), то d—новый претендент на центр; пола-

гаем c = d, переходим к шагу 3. Если max
i=1,n

mdi = mzc, то c—центр, r—радиус. Если

max
i=1,n

mdi > mzc, то помечаем вершину d как рассмотренную и снова выполняем шаг 5.
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Утверждение 1. Пусть дан взвешенный неориентированный связный граф
с n вершинами и неотрицательными весами рёбер, x и y—две его произвольные вер-
шины, вершина c определяется по (2) и вершина z определяется по (3). Тогда если
mzc = r = max (mcx,mcy), то r—радиус, а c— один из центров графа.

Доказательство. Дано: max
i=1,n

mic = r = min
i=1,n

(max (mix,miy)). То есть r—макси-

мальное расстояние от c до любой другой вершины, но в то же время r—минимальное
расстояние до одной (а возможно, и обеих) из вершин x, y. Поэтому для любой другой
вершины максимум расстояния до вершин из пары (x, y) не меньше r. Следовательно,
c—центр (в общем случае не единственный).

1.2. А л г о р и т м б ы с т р о г о п о и с к а д и а м е т р а
Шаги 1 и 2 алгоритма совпадают с соответствующими шагами алгоритма поиска

центра и радиуса.
Входные данные алгоритма: матрица кратчайших расстояний M = (mij) взвешен-

ного неориентированного связного графа с неотрицательными весами рёбер.
Шаг 1. Подготовка
Ищется пара вершин (x, y), удовлетворяющая (1). Величина d = mxy при этом

является текущим претендентом на диаметр.
Шаг 2. Поиск опорной вершины
Ищется вершина c, удовлетворяющая (2).
Шаг 3. Поиск диаметра
Выполняется поиск диаметра в столбцах матрицы, соответствующих только тем

вершинам i, для которых выполнено неравенство mci > d/2.
Утверждение 2. Пусть дан взвешенный неориентированный связный граф

с неотрицательными весами рёбер, вершины x, y определяются по (1), вершина c опре-
деляется по (2) и d = mxy. Тогда диаметр графа равен d или находится в столбцах
матрицы кратчайших расстояний тех вершин i, для которых выполнено неравенство
mci > d/2.

Доказательство. Если d = mxy не является диаметром графа, то существует
пара вершин z, t, такая, что mzt > mxy. Для матрицы кратчайших расстояний спра-
ведливо mzt 6 mzc + mct. Следовательно, mxy = d < mzc + mct, откуда mzc > d/2 или
mct > d/2.

2. Результаты исследования
Проведено сравнение предложенных алгоритмов быстрого нахождения (БН) с про-

стым проходом по матрице кратчайших расстояний (ПМ). В качестве тестовых дан-
ных выступали графы, которые используются в транспортных компаниях для расчё-
та логистических операций и представляют реальные дорожные сети 20 крупнейших
российских городов. Характеристики графов приведены в таблице. Производилось вы-
числение отдельно центра с радиусом, диаметра, а также их совместное нахождение.
Вычисления производились несколько раз, в таблице представлены средние значения
времени вычисления. Так как тестовые графы обладают небольшим количеством вер-
шин, каждый метод выполнялся 1000 раз и замерялось общее время выполнения. Те-
стирование производилось на ПК с процессором Intel Core 2 Duo E8400.
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Результаты испытаний и характеристики тестовых графов
Количество Центр, радиус Диаметр Центр, радиус
вершин и диаметр

ПМ, с БП, с ПМ, с БП, с ПМ, с БП, с
528 1,4 0,015 0,64 0,015 1,5 0,016
814 3,5 0,047 1,5 0,031 3,6 0,031
1291 8,2 0,047 4,1 0,047 8,4 0,062
1302 8,5 0,047 4,1 0,031 8,7 0,062
1601 13 0,063 6,2 0,047 13 0,063
1641 13 0,23 6,5 0,078 13 0,26
1645 13 0,13 6,6 0,093 14 0,203
1870 18 0,11 8,7 0,078 18 0,13
2059 21 4,2 10 0,203 22 4,3
2150 23 0,094 11 0,062 23 0,094
2194 24 0,093 12 0,078 25 0,093
2280 24 0,16 13 0,109 25 0,203
2424 29 0,14 14 0,109 30 0,19
2484 30 0,81 15 0,109 32 0,83
2542 31 0,19 16 0,094 32 0,22
2896 42 0,45 20 0,14 44 0,5
2921 42 0,109 21 0,094 43 0,16
2964 42 1,7 21 0,13 43 1,8
3060 44 0,25 22 0,11 45 0,23
3364 55 0,23 27 0,204 56 0,28

Алгоритм быстрого поиска центра и радиуса справляется с задачей в среднем
в 160 раз быстрее, чем простой проход по матрице кратчайших расстояний, ускоре-
ние варьируется от 5 до 400 раз. Для поиска диаметра эти цифры— в 100 раз, от 30
до 190 раз; для совместного поиска центра, радиуса и диаметра — в 130 раз, от 5 до
340 раз.

3. К вопросу об особенностях графов
Заметим, что все дорожные сети, на которых проводилось тестирование и проявил-

ся значительный эффект от использования алгоритма, представляют собой попытку
охватить заданное количество географических объектов связями с наименьшей сум-
марной длиной. То есть особенности этих графов происходят из экономической выго-
ды, практического смысла, а также географического расположения и топологического
строения области размещения сети. Очевидно, что необходима некоторая математи-
ческая формализация этих особенностей, которая не только ценна сама по себе, но и
позволит, во-первых, получить критерий определения легко измеряемых графов, во-
вторых, понять, за счёт каких свойств графа достигается эффективность алгоритмов.

Вынуждены признать, что такой формализации пока сделать не удалось. Уже яс-
но, что хорошо известные свойства графа, такие, как планарность и разреженность,
не являются необходимыми. В частности, поиск в алгоритме происходит по матри-
це кратчайших расстояний, которая, кроме исходного графа, представляет полный
граф с ребрами, веса которых соответствуют элементам матрицы. Аналогично, быст-
рое выполнение алгоритма для какого-либо графа вовсе не означает, что он является
планарным. Достаточность этих свойств (планарности и разреженности) также пока
обосновать не удалось.

Если анализировать выполнение алгоритма, то можно заметить, что скорость по-
иска характеристик зависит от выполнения следующего условия. Рассмотрим в ис-
следуемом графе все четверки вершин (i, j, k, l) и все различные треугольники, обра-
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зуемые каждыми тремя вершинами из этой четверки, 4ijk, 4ijl и т. д. Назовем тре-
угольник 4ijk невырожденным, если во всех комбинациях его вершин для элементов
матрицы кратчайших расстояний выполняется mij + mjk > mik. Рассмотрим четвер-
ки вершин (i, j, k, l), у которых все треугольники являются невырожденными. Пусть
для площадей этих треугольников выполняются соотношения S4 > S3 > S2 > S1 и
S4 +S1 ≈ S3 +S2. Наличие в графе таких четвёрок вершин приводит к замедлению по-
иска, и чем таких четверок больше, тем медленнее происходит поиск. Соответственно
условием быстрого поиска характеристик графа является наличие как можно мень-
шего числа такого рода четверок. К сожалению, анализ графа на выполнение этого
условия весьма трудоемок и в вычислительном смысле многократно сложнее выпол-
нения самого алгоритма.

Таким образом, вопрос строгого определения графовых особенностей, способству-
ющих быстрой работе предложенных алгоритмов, остается открытым. На данный мо-
мент единственным конструктивным способом проверки графа на эффективность ис-
пользования алгоритма является выполнение самого алгоритма.

Заключение
Предложены точные алгоритмы быстрого поиска центра, радиуса и диаметра взве-

шенного графа по матрице кратчайших расстояний. Представленные алгоритмы на
тестовых графах нашли центр и радиус в среднем в 160 раз, диаметр в 100 раз, а
совместно центр, радиус и диаметр в 130 раз быстрее в сравнении с нахождением этих
величин простым проходом по матрице кратчайших расстояний.

Рассматриваемые алгоритмы не гарантируют ускорения вычисления указанных ха-
рактеристик в общем случае. Используя условия из п. 3, можно построить граф, на ко-
тором ускорения не будет или эффект ускорения будет мал. Однако искусственность
такого условия позволяет предполагать, что в реальности дорожная сеть, представ-
ленная таким графом, не имеет практического смысла.
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