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ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÌÎÙÍÎÑÒÈ

È.Ð. Àêèøåâ, Ì.Ý. Äâîðêèí

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåôèêñíûå êîäû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ ïðåôèêñíûõ êîäîâ îñíîâàí íà ïðè-
ìåíåíèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Èìååòñÿ ðÿä ñòàòåé [1, 2], ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, ðàñïîçíàþùåãî íåêîòîðûé çàäàííûé
ïðåôèêñíûé ÿçûê.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äàíî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî n, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé
íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä ìîùíîñòè n íàä àëôàâèòîì Σ = {0, 1} è èìåþùèé íàè-
ìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èñêîìîãî àâòîìàòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò A � ìèíèìàëüíûé àâ-
òîìàò, ïðèíèìàþùèé íåêîòîðûé íåïóñòîé ÿçûê. Ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â àâòîìàòå A ðîâíî îäíî òåðìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì
âñå ïåðåõîäû èç íåãî âåäóò â òóïèêîâîå ñîñòîÿíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò A � ìèíèìàëüíûé àâ-
òîìàò, ïðèíèìàþùèé êîíå÷íûé ïðåôèêñíûé ÿçûê. Òîãäà â ýòîì àâòîìàòå íåò öèêëîâ,
êðîìå ïåòåëü, âåäóùèõ èç òóïèêîâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñàìî ñåáÿ.

Òåîðåìà 3. Â äåòåðìèíèðîâàííîì êîíå÷íîì àâòîìàòå, ïðèíèìàþùåì íåêîòîðûé
ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîùíîñòè n è èìåþùåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, íåò
ïåðåõîäîâ â òóïèêîâîå ñîñòîÿíèå, êðîìå êàê èç åäèíñòâåííîãî òåðìèíàëüíîãî è òóïè-
êîâîãî ñîñòîÿíèé.

Òàê êàê èñêîìûé àâòîìàò íå ñîäåðæèò öèêëîâ, ìîæíî âûïèñàòü åãî ñîñòîÿíèÿ
(êðîìå òóïèêîâîãî) â ïîðÿäêå îáðàòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè:

q0 = f, q1, q2, . . . , qk−2 = s.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîùíîñòåé ïðàâûõ êîíòåê-
ñòîâ äëÿ âûïèñàííûõ ñîñòîÿíèé:

a0, a1, a2, . . . , ak−2,

ãäå ai = |Rqi | (Rqi �ïðàâûé êîíòåêñò ñîñòîÿíèÿ qi).



Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, àâòîìàòîâ è ãðàôîâ 93

Èç ðàâåíñòâ Rq0 = Rf = {ε} ñëåäóåò, ÷òî a0 = 1. Òàê êàê ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà
òîïîëîãè÷åñêè îòñîðòèðîâàíû è èç êàæäîãî âûõîäèò äâà ïåðåõîäà â íåòóïèêîâûå ñî-
ñòîÿíèÿ, òî âñå ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai ÿâëÿþòñÿ ñóììîé êàêèõ-
ëèáî äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ak−2 ñîîòâåòñòâóåò Rs è ðàâåí ìîùíîñòè
ÿçûêà, ïðèíèìàåìîãî àâòîìàòîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Àääèòèâíîé öåïî÷êîé [3] íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ ai, òàêàÿ, ÷òî

1) a0 = 1;
2) ai = aj + ak äëÿ íåêîòîðûõ j, k < i ïðè âñåõ i > 0.

Èòàê, èñêîìîìó êîíå÷íîìó àâòîìàòó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà.
Èç ìèíèìàëüíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè ïîñðåäñòâîì îáðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü êîíå÷íûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîù-
íîñòè. Äëèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè íà 2 ìåíüøå ÷èñëà ñîñòîÿíèé â ñîîòâåòñòâóþùåì
àâòîìàòå. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ ìè-
íèìàëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ïðèíèìàþùåãî íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé
ìîùíîñòè n, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, çàêàí-
÷èâàþùåéñÿ ÷èñëîì n.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî èñêîìîãî ïðåôèêñíîãî êîäà.

Òåîðåìà 5. Ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîùíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìàòó
ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷åé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè [3]. Íàèáîëåå èçâåñòíûì åå ïðèìåíåíèåì ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à îá îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå âîçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà â çàäàííóþ ñòåïåíü,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ äëÿ êðèïòîãðàôèè [4].

Ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî. Ïðîñòûì
è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé áèíàð-
íûé ìåòîä âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü [3]. Àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïîèñêà ïðèáëèæåí-
íîãî îòâåòà, â òîì ÷èñëå âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìîâ [5] è ¾ìóðàâüèíûõ àëãîðèòìîâ¿ [6]. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bk, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Òî åñòü åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íå èìååò ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ, åñëè P 6= NP .
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ÓÄÊ 519.171

Î ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÕ ÑÒÅÏÅÍÈ È ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÃÐÀÔÎÂ

È.À. Áàäåõà, Ï.Â. Ðîëäóãèí

Â äàííîé ðàáîòå íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðåáåðíîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà
êëèêàìè (ÐÏÊ). ÐÏÊ� ýòî òàêîé íàáîð êëèê (ïîëíûõ ïîäãðàôîâ) K1, ..., Kr, ÷òî ëþ-
áîå ðåáðî ãðàôà G ëåæèò õîòÿ áû â îäíîé èç ýòèõ êëèê. Â êà÷åñòâå êëèê, âõîäÿùèõ
â ÐÏÊ, ïîäðàçóìåâàþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëèêè. Êðîìå òîãî,
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êëèêó è ìíîæåñòâî åå âåðøèí, òî åñòü âûðàæåíèå ¾ìíîæåñòâî
âåðøèí R îáðàçóåò êëèêó â ãðàôå G¿ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí R ïîðîæäàåò
ìàêñèìàëüíûé ïîëíûé ïîäãðàô â ãðàôå G. Íàçîâåì ðåáðî e ãðàôà G ñîáñòâåííûì
ðåáðîì êëèêè K, åñëè îíî ëåæèò â ýòîé êëèêå è íå ëåæèò íè â êàêîé äðóãîé ìàêñè-
ìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ êëèêå ãðàôà G. Ñîîòâåòñòâåííî êëèêó K, èìåþùóþ õîòÿ áû
îäíî ñîáñòâåííîå ðåáðî, íàçîâåì çàôèêñèðîâàííîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Êëèêà K âõîäèò â ëþáîå ÐÏÊ ãðàôà G òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ çàôèêñèðîâàííîé.

Ñîáñòâåííûå ðåáðà è ñîîòâåòñòâåííî çàôèêñèðîâàííûå êëèêè äîïóñêàþò ïðîñòóþ
õàðàêòåðèçàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ëåãêî ðàñïîçíàòü èõ â ãðàôå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ðåáðî e ∈ E(G) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ðåáðîì íåêîòîðîé êëè-
êè K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ îäíîâðåìåííî
ñ îáîèìè êîíöàìè ðåáðà e, ïîðîæäàåò ïîëíûé ïîäãðàô â G. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîëíûé
ïîäãðàô â îáúåäèíåíèè ñ êîíöàìè ðåáðà e îáðàçóåò êëèêó K.

Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ çàôèêñèðîâàííûõ
êëèê ãðàôà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (òðóäîåìêîñòü íå áîëåå O(n4), ãäå n = |V (G)|).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ãðàôàìè, â êîòîðûõ ñëîæíî ñòðîèòü ìè-
íèìàëüíîå ÐÏÊ, ÿâëÿþòñÿ ãðàôû, íå ñîäåðæàùèå çàôèêñèðîâàííûõ êëèê, èëè, ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî, ñîáñòâåííûõ ðåáåð. Äàëåå òàêèå ãðàôû, òî åñòü ãðàôû, â êîòîðûõ êàæäîå
ðåáðî ëåæèò íå ìåíåå ÷åì â äâóõ êëèêàõ, íàçîâåì ãðàôàìè, ñâîáîäíûìè îò ñîáñòâåí-
íûõ ðåáåð. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà G îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâå
âåðøèíû x è y íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñìåæíû è èõ îêðóæåíèÿ ñîâ-
ïàäàþò, òî åñòü N(x) = N(y). Ñæàòûì ãðàôîì íàçîâåì ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû
ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû îòðàæàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ñæàòûì ãðàôîì, ñâîáîäíûì
îò ñîáñòâåííûõ ðåáåð. Òîãäà

1) ρ(G) 6 ∆(G)− 1;
2) åñëè ρ(G) = ∆(G)− 1, òî ∆(G) = 4, è ãðàô G ýêâèâàëåíòåí ãðàôó B;
3) åñëè ρ(G) = ∆(G)− 2, òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí ñòåïåíè

∆(G), ëèáî ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà B äîáàâëåíèåì îäíîé äîìèíèðóþùåé
âåðøèíû.
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Ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ îïåðàöèé íàä ñæàòûìè ãðàôàìè, ñâîáîäíûìè
îò ñîáñòâåííûõ ðåáåð, ñîõðàíÿþùèõ äàííûå ñâîéñòâà, è ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé òåî-
ðåìû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ñæàòûå ãðàôû, ñâîáîäíûå îò çàôèêñè-
ðîâàííûõ êëèê, èìåþùèå ρ(G) = ρ è ∆(G) = ∆, ãäå ∆ è ρ�ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì: ρ > 3, ∆ > ρ+ 1.
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ÓÄÊ 519.7

ÁÅÍÒ-ÔÓÍÊÖÈÈ È ËÈÍÅÉÍÛÅ ÊÎÄÛ Â CDMA1

À.Â. Ïàâëîâ

Áóëåâà ôóíêöèÿ îò ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ áåíò-ôóíêöèåé, åñëè
îíà ìàêñèìàëüíî óäàëåíà îò êëàññà àôôèííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ áåíò-ôóíêöèé âîçíèêàåò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, â òîì ÷èñëå â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ,
ãäå íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â ñèñòåìàõ êîëëåêòèâíîãî äîñòóïà, òàêèõ, êàê ñòàíäàð-
òû öèôðîâîé ñîòîâîé ñâÿçè CDMA. Äàííûå ñòàíäàðòû èñïîëüçóþò áåíò-ôóíêöèè äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäåëüíî ñíèçèòü êîýôôèöè-
åíò îòíîøåíèÿ ïèêîâîé è ñðåäíåé ìîùíîñòåé ñèãíàëà. Òàêèå êîäû ñîñòîÿò èç âåêòîðîâ
çíà÷åíèé áåíò-ôóíêöèé. È êàê èçâåñòíî, ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ëèíåéíûì êîäàì, òàê
êàê îíè äîâîëüíî ïðîñòû â ðåàëèçàöèè.

Òàê âîçíèêëà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ëèíåéíîãî êîäà íà îñíîâå çàäàííîé
áåíò-ôóíêöèè, òàêîãî, ÷òî ïðè ñäâèãå äàííîé áåíò-ôóíêöèè íà ëþáîå êîäîâîå ñëîâî
íå íàðóøàëîñü áû ñâîéñòâî ¾áåíò¿. Â [1] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîäà êîíñòðóêöèþ Ìàê-Ôàðëàíäà [2] f(x, y) = 〈x, π(y)〉 + g(y), ãäå x, y ∈ En/2; g(y)�
áóëåâà ôóíêöèÿ îò n/2 ïåðåìåííûõ; π�ïîäñòàíîâêà íà En/2; En/2 � áóëåâ êóá ðàç-
ìåðíîñòè n/2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîä äëèíû 2n, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ çíà÷åíèé
ôóíêöèé h(x, y) = g(y) è âñåõ àôôèííûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Ðàçìåðíîñòü
äàííîãî êîäà ðàâíà k = 2n/2 + n/2, êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî d = 2n/2. Íàïðèìåð, äëÿ
ëþáîé áåíò-ôóíêöèè èç êëàññà Ìàê-Ôàðëàíäà îò 6 ïåðåìåííûõ èìååì ëèíåéíûé êîä
ñ ïàðàìåòðàìè [26, 11, 8], à äëÿ 8 ïåðåìåííûõ� ñ ïàðàìåòðàìè [28, 20, 16].

Â [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äâå áåíò-ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿ-
íèè 2n/2 äðóã îò äðóãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îòëè÷àþòñÿ íà àôôèííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n/2 è îáå íà í¼ì àôôèííû. Èñõîäÿ èç ýòîãî êðèòåðèÿ,
ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ëèíåéíîãî êîäà.

Àëãîðèòì

1) Âõîä: áåíò-ôóíêöèÿ f .
2) Äîáàâëÿåì f â ñïèñîê ôóíêöèé functionList.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ
ó÷åíûõ (ãðàíò ÌÊ �1250.2009.1).
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3) Ñòðîèì âñå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n/2, íà êîòîðûõ äàííàÿ
áåíò-ôóíêöèÿ àôôèííà (ñì. [3]), è äîáàâëÿåì èõ â ñïèñîê list.

4) Äàëåå âûçûâàåì ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ �ndCode(f , list, functionList).

�ndCode(f , list, functionList)
1) Âõîä: áåíò-ôóíêöèÿ f ; ñïèñîê àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ f àô-

ôèííà; ñïèñîê áåíò-ôóíêöèé.
2) Äëÿ êàæäîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èç list ñòðîèì áåíò-ôóíêöèþ g íà

ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò f .
3) Åñëè g ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñî âñåìè ôóíêöèÿì èç functionList, òî äîáàâëÿåì

g â functionList.
4) Äàëåå ôîðìèðóåì ñïèñîê àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ newList. Äëÿ êàæäîãî àô-

ôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èç list ïðîâåðÿåì óñëîâèå: åñëè ôóíêöèÿ g àôôèííà
íà äàííîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå, äîáàâëÿåì ýòî àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â newList.

5) Âûçûâàåì ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ �ndCode(g, newList, functionList).
Ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà óäàëîñü ïîñòðîèòü ëèíåéíûå êîäû äëÿ áåíò-

ôóíêöèé îò 6 ïåðåìåííûõ è äëÿ íåêîòîðûõ áåíò-ôóíêöèé îò 8 ïåðåìåííûõ. Ñòîèò
çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ïî ïðåäëàãàåìîìó àëãîðèòìó êîäû íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè òà-
êèõ êîäîâ áóäóò îäèíàêîâûìè. Äàëåå ïðèâåä¼ì òàáëèöó ñ àôôèííî íåýêâèâàëåíòíûìè
áåíò-ôóíêöèÿìè è ðàçìåðíîñòÿìè êîäîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ íèõ.

n Áåíò-ôóíêöèÿ Ðàçìåðíîñòü êîäà

6 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6 ⊕ x3x4⊕
⊕x3x5 ⊕ x3x6 ⊕ x4x5 ⊕ x4x6 15

6 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x2 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x5 15
6 x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6 15
6 x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x5x6 15

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x4x7 ⊕ x3x5⊕
⊕x2x7 ⊕ x1x5 ⊕ x1x6 ⊕ x4x8 29

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x3x5 ⊕ x2x6⊕
⊕x2x5 ⊕ x1x7 ⊕ x4x8 28

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x3x5 ⊕ x1x3⊕
⊕x1x4 ⊕ x2x7 ⊕ x6x8 30

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x3x5 ⊕ x2x6⊕
⊕x2x5 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x7x8 30

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x3x5 ⊕ x1x6 ⊕ x2x7 ⊕ x4x8 28
8 x1x2x7 ⊕ x3x4x7 ⊕ x5x6x7 ⊕ x1x4 ⊕ x3x6⊕
⊕x2x5 ⊕ x4x5 ⊕ x7x8 29

8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4 ⊕ x2x6 ⊕ x1x7 ⊕ x5x8 28
8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x3 ⊕ x1x5 ⊕ x2x6 ⊕ x3x4 ⊕ x7x8 30
8 x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6 ⊕ x7x8 29
8 x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x5x6 ⊕ x7x8 28

Òàê æå êàê è â êîäàõ, îñíîâàííûõ íà êîíñòðóêöèè Ìàê-Ôàðëàíäà, êîä, ïîëó÷åí-
íûé ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, èìååò òî æå êîäîâîå ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
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ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó áåíò-ôóíêöèÿìè 2n/2. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî îí çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà áåíò-ôóíêöèè, â îòëè÷èå îò êîíñòðóêöèè
Ìàê-Ôàðëàíäà.
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ÓÄÊ 519.175.1

Î ÍÎÂÎÌ ÏÎËÍÎÌ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÅ ÀÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÐÀÔÎÂ

À.Â. Ïðîëóáíèêîâ

Â çàäà÷å ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ (çàäà÷à ÈÃ) äàíû äâà îáûêíîâåííûõ ãðà-
ôà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âåðøèí è ðåáåð. Íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò
ëè òàêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (èçîìîðôèçì) ìíîæåñòâà âåðøèí îäíîãî ãðàôà íà
ìíîæåñòâî âåðøèí âòîðîãî, êîòîðîå ñîõðàíÿëî áû ñìåæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåð-
øèí?

Ïîñêîëüêó ëþáîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÈÃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåðêó ðà-
âåíñòâà íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà êîëè÷åñòâåííûõ õàðàê-
òåðèñòèê ãðàôîâ, íåÿñíûé ñòàòóñ çàäà÷è ÈÃ â èåðàðõèè òåîðèè ñëîæíîñòè íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî èíâàðèàíòà ãðàôà. Íà äàí-
íûé ìîìåíò íå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ÈÃ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, ðàâíî êàê è íå íàéäåíî
ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è.

Åäèíñòâåííûì èçâåñòíûì ïîëíûì èíâàðèàíòîì ãðàôà ÿâëÿåòñÿ åãî êàíîíè÷å-
ñêèé êîä�ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äâîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïó-
òåì íåêîòîðîé êîíêàòåíàöèè ñòðîê âåðõíå-(íèæíå-)òðåóãîëüíîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû
ñìåæíîñòè ãðàôà [1].

Ïîëíûå èíâàðèàíòû èçâåñòíû ëèøü äëÿ íåìíîãèõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ êëàññîâ
ãðàôîâ, ïîñêîëüêó íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìîãî ïîëíîãî èíâàðèàíòà äëÿ ãðà-
ôîâ èç íåêîòîðîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíî ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÈÃ äëÿ
ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà. Òàê, â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåí ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ äåðåâüåâ
è â öåëîì êëàññà àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ, â ðàáîòå [3] � äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îäíà-
êî â ýòèõ ðàáîòàõ, êàê è â áîëüøèíñòâå ðàáîò, íàöåëåííûõ íà íàõîæäåíèå ïîëíîãî
èíâàðèàíòà äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà ãðàôîâ, ïîëíûé èíâàðèàíò èùåòñÿ êàê ðåçóëü-
òàò êàíîíèçàöèè ãðàôà� ïðîöåññ, êîòîðûé ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü G�íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ. Ïóñòü f : G → {0, 1}∗ �ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþ-
ùàÿ ãðàô â ïðîñòðàíñòâî áèòîâûõ ñòðîê (êàíîíè÷åñêèõ êîäîâ), òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
G,H ∈ G èìååì G ' H ⇔ f(G) = f(H), òî åñòü f �ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ ãðàôîâ
èç G. Åñëè f äàåò äëÿ G ãðàô f(G) òàêîé, ÷òî G ' f(G), òî f(G)�êàíîíè÷åñêèé êîä
ãðàôà, ïî êîòîðîìó âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñàì ãðàô.

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ïîëíûé èíâàðèàíò àöèêëè÷åñêèõ ãðà-
ôîâ, êîòîðûé íå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå êàíîíèçàöèè ãðàôà, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî èç 1 + n(n + 1)/2 ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü ïðîèçâåäå-
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íèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç ñïåêòðà ãðàôà è ñïåêòðîâ åãî ïîäãðàôîâ. Ýòîò ïîäõîä
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âîïðîñ ïîèñêà ïîëíîãî èíâàðèàíòà äëÿ êëàññîâ ãðàôîâ, èñïîëü-
çóÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãðàôû, è äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ
íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ãðàôîâ. Âàðèàíò òàêîãî îáîáùåíèÿ òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â ðàáîòå.
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ÓÄÊ 519.17

Î ÊÀÐÊÀÑÅ ÀÂÒÎÌÀÒÀ

Â.Í. Ñàëèé

Â [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êàðêàñà àâòîìàòà. Ýòî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòî-
ðîå îáðàçóþò ñëîè àâòîìàòà âìåñòå ñ îòíîøåíèåì îáðàòíîé äîñòèæèìîñòè. Îíî ñûã-
ðàëî âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü â îïèñàíèè àâòîìàòîâ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîíãðóýí-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ïîäõîäÿùåãî ýíäîìîðôèçìà. Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà êàðêàñà, ñâÿçàííûå ñ îñíîâíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè äëÿ
àâòîìàòîâ, òàêèìè, êàê ïîäàâòîìàò, ãîìîìîðôèçì, êîíãðóýíöèÿ.

Àâòîìàò � ýòî òðîéêà A = (S,X, δ), ãäå S è X �êîíå÷íûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ, à δ : S×X → S �
îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ.

Ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊆ S íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â àâòîìàòå A, åñëè δ(s, x) ∈ S ′ äëÿ
ëþáûõ s ∈ S ′ è x ∈ X. Åñëè S ′ óñòîé÷èâî â A, òî, îãðàíè÷èâàÿ ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ δ
íà S ′ ×X, ïîëó÷àþò àâòîìàò A′ = (S ′, X, δ)�ïîäàâòîìàò àâòîìàòà A, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé S ′. Ñîâîêóïíîñòü SubA âñåõ ïîäàâòîìàòîâ àâòîìàòà A, óïîðÿäî÷åííàÿ îòíîøå-
íèåì A1 6 A2 ⇐⇒ S1 ⊆ S2, ãäå Ai = (Si, X, δ), i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé
ðåøåòêîé.

Ïóñòü A = (S,X, δ) è B = (T,X, δ)� ñðàâíèìûå àâòîìàòû, ò. å. àâòîìàòû ñ îäíèì è
òåì æå ìíîæåñòâîì âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Îòîáðàæåíèå ϕ : S → T ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àâòîìàòà A â àâòîìàò B, åñëè ϕ(δ(s, x)) = δ(ϕ(s), x) äëÿ ëþáûõ
s ∈ S, x ∈ X. Âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ãîìîìîðôèçìû àâòîìàòîâ íàçûâàþòñÿ âëîæåíè-
ÿìè, à èõ áèåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû� èçîìîðôèçìàìè. Ýíäîìîðôèçìû àâòîìàòà �
ýòî åãî ãîìîìîðôèçìû â ñåáÿ, àâòîìîðôèçìû� èçîìîðôèçìû íà ñåáÿ.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè θ ⊆ S × S íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé àâòîìàòà
A = (S,X, δ), åñëè îíî ñîãëàñîâàíî ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî
(∀s, t ∈ S)(∀x ∈ X)((s, t) ∈ θ =⇒ (δ(s, x), δ(t, x)) ∈ θ). Êàæäàÿ êîíãðóýíöèÿ θ àâòî-
ìàòà A îïðåäåëÿåò åãî ôàêòîð-àâòîìàò A/θ = (S/θ,X, δ), ãäå δ(θ(s), x) := θ(δ(s, x))
äëÿ ëþáûõ s ∈ S, x ∈ X.

Ïóñòü X∗ �ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì X. Ïðîäîëæèì ôóíê-
öèþ ïåðåõîäîâ δ íà ìíîæåñòâî S ×X∗, ïîëàãàÿ δ(s, e) = s, ãäå e ∈ X∗ �ïóñòîå ñëîâî,
è δ(s, px) = δ(δ(s, p), x) äëÿ ëþáûõ s ∈ S, x ∈ X, p ∈ X∗. Ãîâîðÿò, ÷òî ñîñòîÿíèå t
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äîñòèæèìî â àâòîìàòå A èç ñîñòîÿíèÿ s, åñëè íàéäåòñÿ âõîäíîå ñëîâî p ∈ X∗, òàêîå,
÷òî δ(s, p) = t. Çàïèñûâàÿ ýòî â âèäå (s, t) ∈ τ , ââîäèì îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè τ
â àâòîìàòå A.

Ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü σ = τ∩τ−1 îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
âçàèìíîé äîñòèæèìîñòè â A. Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò ñëîÿìè àâòîìà-
òà A. Êàðêàñîì àâòîìàòà A íàçîâåì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî F (A) = (S/σ, τ−1). Åãî
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ñëîè àâòîìàòà A, à ïîðÿäêîì� îòíîøåíèå, îáðàòíîå äîñòèæè-
ìîñòè, ïåðåíåñåííîå íà ñëîè: (σ(t), σ(s)) ∈ τ−1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (s, t) ∈ τ .

Òåîðåìà 1. Êàæäîå êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èçîìîðôíî êàðêàñó ïîä-
õîäÿùåãî àâòîìàòà ñ äâóìÿ âõîäíûìè ñèãíàëàìè.

Òåîðåìà 2. Êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà èçîìîðôíî
êàðêàñó àâòîíîìíîãî àâòîìàòà, êîãäà ó êàæäîãî åãî ýëåìåíòà èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì
îäèí íèæíèé ñîñåä.

Òåîðåìà 3. Åñëè A è B�ïðîèçâîëüíûå àâòîìàòû, òî SubA ∼= SubB òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà F (A) ∼= F (B).

Òåîðåìà 4. Åñëè ϕ� âëîæåíèå àâòîìàòà A â àâòîìàò B è F (A) ∼= F (B), òî ϕ�
èçîìîðôèçì A íà B.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A′ �ïîäàâòîìàò àâòîìàòà A è F (A′) ∼= F (A), òî A′ = A.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ϕ� ýíäîìîðôèçì àâòîìàòà A è F (ϕ(A)) ∼= F (A), òî ϕ�
àâòîìîðôèçì.

Òåîðåìà 5. Åñëè θ�êîíãðóýíöèÿ àâòîìàòà A, òî F (A/θ) ∼= F (A) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà θ ⊆ σ.
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ÊËÀÑÑÛ ÃÐÀÔÎÂ, ÂÎÑÑÒÀÍÀÂËÈÂÀÅÌÛÅ Ñ ËÈÍÅÉÍÎÉ
ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÜÞ

Å.À. Òàòàðèíîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à [1] âîññòàíîâëåíèÿ êîíå÷íîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííî-
ãî ãðàôà G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ïðè ïîìîùè àãåíòà, êîòîðûé ïðåìåùàåòñÿ
ïî ðåáðàì ãðàôà G, ñ÷èòûâàåò è èçìåíÿåò ìåòêè íà âåðøèíàõ è èíöèäåíòîðàõ. Íà
îñíîâå ñîáðàííîé èíôîðìàöèè àãåíò ñòðîèò ãðàô H, èçîìîðôíûé ãðàôó G ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìåòîê íà âåðøèíàõ è èíöèäåíòîðàõ ãðàôîâ. Íåîáõîäèìî íàéòè ìåòîä îáõîäà
è ðàçìåòêè ãðàôà G ñ öåëüþ åãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Èçâåñòåí ðÿä ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàôà [2, 3], êîòîðûå èñïîëüçóþò íå áîëåå
÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ êðàñîê, îäíàêî èìåþò âåðõíþþ îöåíêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ðàâíóþ êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà âåðøèí â âîñ-
ñòàíàâëèâàåìîì ãðàôå ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîãî ìåòîäà íèæíåé îöåíêîé âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò ÷èñëà âåðøèí â ãðà-
ôå G. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûäåëåíèþ êëàññîâ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðõíÿÿ
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îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, è ïîñòðî-
åíèþ îïåðàöèé íàä ãðàôàìè, ïîðîæäàþùèõ íîâûé ãðàô, äëÿ êîòîðîãî âåðõíÿÿ îöåíêà
âðåìåííîé ñëîæíîñòè íå óõóäøàåòñÿ.

Ìåòîäû îñíîâàíû íà îáõîäå ãðàôà ¾â ãëóáèíó¿. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåáðà àãåíò
âû÷èñëÿåò M �íîìåðà âåðøèí [4], êîòîðûì îíî èíöèäåíòíî. Äëÿ ýòîãî àãåíò âûïîë-
íÿåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ïî ðàíåå ïîñåùåííûì âåðøèíàì. Ýòîò îòõîä
ïîðîæäàåò íåëèíåéíîñòü âåðõíåé ãðàíèöû âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ êîëè÷åñòâî è äëèíà òàêèõ îòõîäîâ ìîãóò áûòü çàðàíåå èçâåñòíû è
îãðàíè÷åíû. Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãðàôà âèäà ¾äåðåâî¿ âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà âåðøèí G.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ãðàôà âèäà ¾êîëüöî¿ ïîðîæäàåòñÿ îäèí îòõîä ïðè âîññòàíîâëå-
íèè ãðàôà G.

Íàéäåíû îïåðàöèè íàä ãðàôàìè, êîòîðûå íå óõóäøàþò âåðõíþþ îöåíêó T (G) âðå-
ìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ãðàôà.

Òåîðåìà 3. Îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ â ãðàô âèñÿ÷åé âåðøèíû è ââåäåíèÿ âåðøèíû
â ðåáðî ãðàôà íå óõóäøàþò âåðõíþþ îöåíêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãðàô G âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ, òî è ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç íåãî ïðè ïîìîùè ýòèõ îïåðàöèé, âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Íàéäåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ãðàô, äëÿ êîòîðîãî
âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ñóììû âåðõíèõ
îöåíîê âðåìåííîé ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 4. Åñëè ãðàô G ïîëó÷åí ïóòåì ñîåäèíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ G1 è G2 ÷åðåç
âåðøèíó ñî÷ëåíåíèÿ, òî T (G) 6 T (G1) + T (G2).

Äàííàÿ îïåðàöèÿ äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 5. Åñëè ãðàô G ïîëó÷åí ïóòåì äðåâîâèäíîãî ñîåäèíåíèÿ ãðàôîâ
G1, . . . , Gi ÷åðåç âåðøèíû ñî÷ëåíåíèÿ, òî T (G) 6 T (G1) + . . .+ T (Gi).

Åñëè G1, . . . , Gi âîññòàíàâëèâàþòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ, òî G, ïîëó÷åííûé ïðè ïî-
ìîùè ýòîé îïåðàöèè, òàêæå âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Â ðåçóëüòàòå íàéäåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè êëàññîâ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðõíÿÿ îöåíêà
âðåìåííîé ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà âðåøèí â âîññòàíàâëè-
âàåìîì ãðàôå. Íàéäåíû îïåðàöèè, êîòîðûå íå óõóäøàþò âåðõíþþ îöåíêó âðåìåííîé
ñëîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, è áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ñòðîèò ãðàô, äëÿ êîòîðãî
âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè íå ïðåâîñõîäèò ñóììû âåðõíèõ îöåíîê âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè èñõîäíûõ ãðàôîâ.
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ÏÅÐÅÑÒÐÀÈÂÀÅÌÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ Ñ ÎÁÙÅÉ ÏÀÌßÒÜÞ1

Â.Í. Òðåíüêàåâ

Îäíèì èç òðåáîâàíèé ê ñîâðåìåííûì öèôðîâûì óñòðîéñòâàì ÿâëÿåòñÿ ãèáêîñòü,
ò. å. âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ èçìåíåíèé â àëãîðèòì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ðåàëèçóåìàÿ
ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé íàñòðîéêè óñòðîéñòâà [1, 2]. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ íàñòðîéêà, êîãäà íå èçìåíÿþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ïåðåñòðà-
èâàåìîãî óñòðîéñòâà, íî èçìåíÿåòñÿ èõ ôóíêöèîíàëüíîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü
óñòðîéñòâà ðåàëèçîâàíà íà ¾æåñòêîé¿ ëîãèêå, à ÷àñòü � íà ìíîãîôóíêöèîíàëüíûõ
íàñòðàèâàåìûõ ýëåìåíòàõ. Íàïðèìåð, ê äàííîìó êëàññó ïåðåñòðàèâàåìûõ óñòðîéñòâ
ìîæíî îòíåñòè àâòîìàòíûå øèôðàòîðû ñ êëþ÷åâîé èíôîðìàöèåé â âèäå ïîäìíîæå-
ñòâà ïåðåõîäîâ. Ïîâåäåíèå òàêèõ óñòðîéñòâ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
ñîâìåñòíîé ðàáîòû äâóõ áàçîâûõ àâòîìàòîâ, îäèí èç êîòîðûõ èìååò æåñòêî ôèêñèðî-
âàííîå ïîâåäåíèå, à ïîâåäåíèå äðóãîãî ìîæåò èçìåíÿòüñÿ (çàäàâàòüñÿ ïîëüçîâàòåëåì).
Ïðåäëîæåíà ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïåðåñòðàèâàåìîãî óñòðîéñòâà (ðèñ.1), ïîâåäåíèå êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîâåäåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ åãî áàçîâûõ àâòîìàòîâ.
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ïåðåñòðàèâàåìîãî óñòðîéñòâà

Äàëåå â ðàáîòå ¾ãèáêèå¿ öèôðîâûå óñòðîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ïåðåñòðàèâà-
åìîãî àâòîìàòà. Ïåðåñòðàèâàåìûì àâòîìàòîìQ íàçûâàåòñÿ øåñòåðêà (S,X, Y,K, ψ, ϕ),
ãäå S,X, Y,K �êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâîì ñî-
ñòîÿíèé, âõîäíûì àëôàâèòîì, âûõîäíûì àëôàâèòîì, ìíîæåñòâîì íàñòðîåê, à
ψ : S × X × K → S è ϕ : S × X × K → Y �ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòðàèâàåìûé àâòîìàò Q çàäàåò ìíîæåñòâî àâòîìàòîâ
Ìèëè {Ak = (S,X, Y, ψk, ϕk) : k ∈ K}, ãäå ψk(s, x) = ψ(s, x, k), ϕk(s, x) = ϕ(s, x, k) äëÿ
âñåõ s ∈ S, x ∈ X è k ∈ K.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâà-
öèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêò �Ï1010).
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Ðàññìîòðèì ïðåäëàãàåìóþ ëîãè÷åñêóþ ñõåìó ïåðåñòðàèâàåìîãî óñòðîéñòâà (ðèñ.1).
Áëîêè A, B, C èìåþò âõîäû x ∈ X, s ∈ S. Âûõîäû áëîêà A ñóòü ya ∈ Y è s′a ∈ S �
çíà÷åíèÿ åãî ôóíêöèé µ : S × X → Y è η : S × X → S ñîîòâåòñòâåííî. Âûõî-
äû áëîêà B ñóòü yb ∈ Y è s′b ∈ S � çíà÷åíèÿ åãî ôóíêöèé λ : S × X × K → Y è
δ : S ×X ×K → S ñîîòâåòñòâåííî ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ K, ò. å. áëîê B îòâå÷àåò çà
íàñòðîéêó óñòðîéñòâà. Áëîê C ðåàëèçóåò ôóíêöèþ π : S ×X ×K → {a, b} ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì k ∈ K, ò. å. áëîê C òàêæå îòâå÷àåò çà íàñòðîéêó óñòðîéñòâà. Òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íàñòðîèòü óñòðîéñòâî, òðåáóåòñÿ çàôèêñèðîâàòü k ∈ K. Âûõîä áëîêà C åñòü
óïðàâëÿþùèé ñèìâîë c äëÿ ìóëüòèïëåêñîðîâ M1 è M2, êîòîðûå â çàâèñèìîñòè îò c
¾ïðîïóñêàþò äàëüøå¿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû ëèáî áëîêà A, ëèáî áëîêà B. Áîëåå
òî÷íî: åñëè c = a, òî âûõîä M1 åñòü ya, ò. å. y = ya, à âûõîä M2 åñòü s′a, ò. å. s

′ = s′a;
åñëè c = b, òî y = yb è s′ = s′b. Ïàìÿòü ïåðåñòðàèâàåìîãî óñòðîéñòâà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå
áëîêà Ï, â êîòîðîì õðàíèòñÿ ñîñòîÿíèå s, ïðè÷åì s = s′ â ñëåäóþùèé òàêò âðåìåíè
ðàáîòû óñòðîéñòâà.

Ïîâåäåíèå ïåðåñòðàèâàåìîãî óñòðîéñòâà ôîðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîé ðà-
áîòû äâóõ áàçîâûõ àâòîìàòîâ A1 = (S,X, Y, η, µ) è A2 = (S,X, Y, δk, λk) è ìîæåò áûòü
îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ïåðåñòðàèâàåìîãî àâòîìàòà. Òàêîé àâòîìàò áóäåì íàçûâàòü ïåðå-
ñòðàèâàåìûì àâòîìàòîì ñ îáùåé ïàìÿòüþ, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåéäåò
àâòîìàò, ôîðìèðóåòñÿ êàê áëîêîì A, òàê è áëîêîì B, íî â ïàìÿòü ¾çàêëàäûâàåòñÿ¿
òîëüêî îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ò. å. ïàìÿòü ÿâëÿåòñÿ êàê áû îáùåé äëÿ
àâòîìàòîâ A1 è A2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü çàäàíû äâà áàçîâûõ àâòîìàòà A1 = (S,X, Y, η, µ) è
A2 = (S,X, Y, δk, λk), à òàêæå ôóíêöèÿ π : S × X × K → {a, b}. Òîãäà ïåðåñòðàè-
âàåìûé àâòîìàò ñ îáùåé ïàìÿòüþ Q = (S,X, Y,K, ψ, ϕ) ïðè ôèêñèðîâàííîé íàñòðîéêå
k ∈ K åñòü àâòîìàò Ìèëè Ak = (S,X, Y, ψk, ϕk), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (s, x)
èç S × X âåðíî: åñëè πk(s, x) = a, òî ψk(s, x) = η(s, x) è ϕk(s, x) = µ(s, x), èíà÷å
ψk(s, x) = δk(s, x) è ϕk(s, x) = λk(s, x).
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